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Resumen -- En este artículo se muestra un modelo 

algebraico diferencial derivado de la consideración 

no lineal que se utiliza en el flujo de líquido a través 

de una válvula, definido como el producto de un 

coeficiente asociado a la geometría de la válvula 

multiplicado por la raíz cuadrada de la diferencia 

de potenciales. Esta consideración es utilizada en 

el modelo de confluencia de dos líquidos con tres 

válvulas con dichas características no lineales. En 

la parte no lineal algebraica se propone un 

algoritmo dinámico de solución algebraica y en la 

parte dinámica se considera sin pérdida de 

generalidad un par de tanques en dinámica 

autónoma. Para mostrar la representación dinámica 

se muestra una simulación numérica en donde las 

válvulas se configuran de manera variante en el 

tiempo, con las cuales se desempeñan los 

comportamientos no lineales de los niveles de 

líquido y en el flujo de salida. 

 
Palabras Clave: mezcla de flujos, modelo no lineal 

de válvulas, sistema hidráulico algebraico 

diferencial. 

 

Abstract -- In this paper a differential algebraic 

model with the nonlinear consideration, which is 

based on the a coefficient ponderation of the square 

root of differential pressure through a valve, such 

coefficient ponderation is associated with the 

geometry of the valve. This nonlinear valve 

characteristic is introduced in a dual-flow 

confluence model with three valves. In the 

algebraic nonlinear part, a dynamic algebraic 

solver algorithm is proposed, and in the dynamic 

part of the model, without loss of generality, a pair 

of tanks in autonomous dynamics is considered. To 

show the dynamic representation, a numerical 

simulation is shown where the valves are 

configured in a time-varying way, with which the 

nonlinear behaviors of the liquid levels and the 

outflow are performed. 

 

Key words: flow mixture, nonlinear valve model, 

algebraic differential hydraulic system. 
 

INTRODUCCIÓN 

En el tema de ahorro de agua tenemos trabajos en 

donde se hacen señalamientos [17] sobre la 

importancia de la optimización de recursos ante el 

aumento de la población humana en el mundo, 

principalmente el agua. Y se pueden encontrar 

diversas maneras de abordar el ahorro en el 

consumo de agua, como en [13] donde se presenta 

un economizador que tiene la función de almacenar 

el agua hasta que, a través del registro de su 

temperatura, el usuario decida comenzar la ducha 

evitando así el desperdicio de agua; en [10] se 

presenta un dispositivo termomecánico que evita el 

desperdicio de agua en aparatos y equipos con los 

que se maneja agua caliente para uso doméstico, 

como las regaderas, tinas de baño, lavadoras, etc. 

los autores concluyen que permite un uso eficiente 

del agua; en [1] se diseñó, simuló e implementó un 

sistema de control de temperatura para la ducha 

eléctrica, logrando mantener la temperatura a 35°C 

y a un flujo constante de 2.2 l/min. Utilizando una 

tarjeta de control para la manipulación de una 

válvula de acceso; en [22] se desarrolló un 

algoritmo para analizar el flujo bifásico en redes de 

recolección. Este se fundamenta en la resolución en 

línea de las variables hidráulicas, siendo una 

modificación al propuesto inicialmente por [23], 

quienes consideraron la fase líquida como una 

unidad de sólo aceite, y en su lugar contempla el 

problema bifásico de agua-aceite. El modelo 

numérico permite el análisis y diseño de redes de 

tuberías con flujo multifásico, a través de la 

implementación de un algoritmo de resolución 

simultánea que no requiere del manejo algebraico 

de matrices. En cuanto a las propuestas de grifos en 

[12] se realizaron modificaciones a las roscas de los 

grifos para optimizar la precisión del grifo; y en 

[24], se desarrolló un grifo higiénico y ahorrador 
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de agua, para su uso en bebederos públicos para 

países en desarrollo. 

 

Se ha realizado diversos trabajos para combatir el 

desperdicio de agua como en [11] donde se 

presentó las mediciones, estudios, análisis y 

caracterización de equipos necesarios para que se 

disponga de una metodología completa para la 

selección multicriterio de los sistemas de 

hidroeficiencia más adecuados para equipar un 

determinado edificio; en [25], quien diseñó el 

controlador de lógica difusa tipo 2 para controlar la 

temperatura de salida así como el flujo de salida del 

sistema de ducha; en [20] se plantea el consumo 

excesivo de agua en los mezcladores de la ducha y 

a su vez se propone una posible solución para esto; 

y finalmente en [3] se presenta la tecnología del 

riego por succión con el uso de cápsulas porosas 

como alternativa viable para su utilización en el 

riego de jardines con resultados óptimos. 

 

En cuanto al tema de control de confluencias en la 

industria, se aborda en [7] la simulación del control 

automático de un sistema de llenado, mezclado y 

envasado de pinturas utilizando el PLC como 

elemento de control. Logrando optimizar los 

tiempos en los que el producto puede ser envasado 

y lanzado al mercado; en [4] realizaron el modelo 

computacional de la dinámica de flujo en la 

boquilla convergente-divergente (Convergent- 

Divergent Nozzle) considerando el desequilibrio 

térmico y presentan directrices para la simulación 

del flujo de ebullición rápida en aplicaciones 

industriales; y en [15] presentaron un algoritmo de 

control de flujo de volumen en lazo cerrado para 

válvulas neumáticas de alta conmutación con señal 

PWM, el algoritmo se comprobó con el control de 

la contracción/posición de un músculo artificial 

neumatico (Pneumatic Artificial Muscle) con dos 

válvulas de conmutación rápida y se determinaron 

los requisitos mínimos del microcontrolador o el 

 

PLC y concluyen que la interpolación bilineal tiene 

la mejor correlación. 

 

Y se puede finalizar con estos antecedentes con el 

tema que se refiere al uso y representación 

matemática de las válvulas, en donde se suele 

incorporar una representación no lineal. Por ello se 

encuentran dos enfoques de trabajo, el primero es 

asumir un estado estacionario en el que las válvulas 

se le considera lineales en la región de operación 

como en [18] se utiliza una aproximación lineal 

para modelar la válvula, o en [16] donde para 

modelar el flujo transitorio en una tubería mediante 

el método de respuesta en frecuencia (FRM) se 

linealiza las no linealidades significativas 

asociadas a las ecuaciones de fricción y de válvula; 

el segundo es abordar el comportamiento no lineal 

de las válvulas como en [19] el cual propone un 

modelo no lineal para una válvula de control de 

procesos neumáticos, el controlador propuesto por 

[8] es capaz de resolver los problemas relacionados 

con el comportamiento incierto y no lineal de la 

válvula de control neumática en el lazo de control 

de flujo. Por otro lado, en [21] se propone un 

sistema de control de Perforación a Presión 

Dirigida, (MPD por sus siglas en inglés) para la 

válvula de estrangulamiento que utiliza un 

controlador predictivo de modelo no lineal y un 

modelo de flujo bifásico para calcular la presión 

anular y la dinámica de la válvula de 

estrangulamiento durante la operación de control 

de golpes de ariete. El rendimiento del modelo 

propuesto se demuestra mediante la simulación de 

la operación de control que se compara sus 

resultados con un modelo lineal monofásico. A esta 

problemática se le pueden añadir los retos 

asociados a los diversos tipos de válvulas como las 

microválvulas que son estudiadas en [2], la válvula 

cónica, la válvula de disco y la válvula compensada 

que son estudiadas en [5], y en [9] se abordan el 

control de válvulas a través de una compensación 

de fricción. 

 

Por lo anterior se vislumbra el área de oportunidad 

que puede ser útil en lo relacionado al uso adecuado 

de agua y se le puede asociar también a un consumo 

adecuado de energía, en el sentido de que un uso 

adecuado del agua también evita desperdicio de 

recursos. En este sentido, el objetivo de este 

artículo es desarrollar un modelo de mezcla de dos 

flujos de dos fuentes exógenas de presión, 

considerando la naturaleza no lineal que tiene el 

efecto de las válvulas hidráulicas con respecto a la 

diferencia de presiones que hay a la entrada y la 

salida de la válvula. 

 

La aportación de este artículo está en la propuesta 

de un modelo algebraico diferencial, en donde las 

válvulas involucradas no se muestran linealizadas 

en un punto de operación, lo que permite la 

representación dinámica de la mezcla de dos flujos 

de una manera que puede ser más atractiva para 

quienes necesitan de representaciones dinámicas 

en regiones más amplias de operación. Esta 

justificación, a su vez, genera interesantes 
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- 

motivaciones para los retos de control alternativos 

o derivados, en donde, por mencionar un ejemplo, 

se puedan abordar mezclas de flujos a diferentes 

temperaturas o densidades. 

 
DESARROLLO 

Esta sección contiene el desarrollo dividido en 

cinco subsecciones las cuales son, el modelo del 

caudal de una válvula, el desarrollo del modelo 

algebraico, aprovechando las propiedades de dicho 

modelo, se define una propuesta de solución 

numérica del modelo algebraico en una sección 

dedicada al algoritmo numérico de solución, en la 

penúltima subsección se propone el modelo 

algebraico diferencial que se propone en este 

artículo.; y al final de la sección se muestra una 

simulación numérica en la que se configuran 

cambios en la apertura de las válvulas. 

 
Modelo del flujo de una válvula 

El caudal de una válvula en su modelo más 

compacto se le puede encontrar como el de la 

ecuación (1) adaptado de [6] es: 

                      Ec. (1) 

Donde 

Modelo algebraico de las tuberías y válvulas 

Para abordar el modelo algebraico no lineal de las 

válvulas, considere el esquema de la figura 1. 
 

Figura 1. Esquema de las válvulas 
 

En este esquema se encuentran las siguientes 

variables y parámetros        y       son las presiones 

a la entrada de la tubería, y son los flujos a 

través de la válvula respectiva, es la presión 

del líquido a la entrada de la válvula 3, por la cual 

pasa el flujo . Las válvulas se configuran a través 

de los parámetros , y los cuales dependen de 

la geometría y construcción de la válvula. 

 

El flujo de las tres válvulas es descrito en las 

ecuaciones (4), (5) y (6) 

● Flujo a través de la válvula. Ec. (4) 

●  - Coeficiente de flujo de la válvula y 

sus unidades son  para cuando 

el líquido es agua. 

●     - Densidad relativa del líquido con 

respecto a la del agua. 
● - Presión en la entrada de la válvula 

●    - Presión en la salida de la misma 

válvula. 
 

Observación 1.- Nótese que, si el fluido a través de 

la válvula es agua, se obtiene un modelo más 

simple, y si se considera que la válvula será 

manipulada, se puede proponer un modelo como el 

que se muestra en la Ec (2) 

                   Ec. (5) 

                             Ec. (6) 

Por la propiedad conservativa de la masa [14], se 

expresa al flujo de salida con la ecuación (7) 

 

                       Ec. (7) 

 

Se considera que los flujos no cambian de 

dirección, es decir 
                   Ec. (8) 

 
y que las presiones son siempre positivas 

Ec. (2) 
 

donde   es una variable que se manipula de la 

apertura nula, hasta la apertura total, o en otras 

 

palabras, puede obtener valores definidos en el 

siguiente intervalo: 

 

. Ec. (3) 

 

                           Ec. (9) 
 

Se sustituyen las ecuaciones (4), (5) y (6) en (7): 

 

 Ec. 
(10) 
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La ecuación (10) se eleva al cuadrado y se 

reordena: 

 

 Ec. 

(11) 

 

El lado izquierdo de la ecuación (11) es una línea 

recta con respecto a  a la que se renombra como 

sigue 

 

   Ec. 
(12) 

descritas, donde muestra de manera gráfica 

la solución de la Ec (11). 

 

De esta ecuación se determina lo siguiente: 
 

 

 

 

 
 

Ec. 

(13) 

 

Figura 2. Gráfica de la solución para  en el intervalo 
de operación 

 

A su vez, en la figura 2 se aprecia que la única 

solución a la ecuación (16) 

Ec. (14) 
 

El lado derecho de la ecuación (11) se representa 

de la siguiente manera: 

 

es cuando 
 

Ec. (19) 

 
Ec. (20) 

 

  Ec. 
(15) 

 

Observación 2.- Nótese que la ecuación (15) en el 

intervalo de operación de la tubería, es decir 

cuando 

Observación 3.- Por el dominio de operación y los 

rangos correspondientes de y   , se pueden 

concluir dos cosas asociadas a la existencia de la 
solución para , las cuales son: 

 
a) La solución para    está dentro del 

intervalo expresado en (18), 

 

 

 

se verifica que  es decreciente 

 

 

 

 

 
y con un rango definido por 

 

 

Ec. 

(16) 

 

 

 

 

 
Ec. 

(17) 

 

 

 
. Ec. (18) 

 
Ec. (21) 

 

b) Para que la solución exista las válvulas 

conjuntamente con las presiones deben 

satisfacer la siguiente desigualdad 

 

   Ec. 

(22) 

 

Algoritmo de solución numérica para la presión 
 

 

 

La figura 2 muestra a las funciones y 

mostrando las características previamente 

 
El algoritmo en ecuaciones de diferencias 

expresado en el sistema en (23), es una 
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representación propuesta para el método de 

solución numérica por punto medio o de bisección. 
Resultado principal: Un modelo hidráulico 

algebraico diferencial 

El modelo dinámico que se acopla a la tubería 

descrita anteriormente, consiste en un par de 

tanques, de área transversal igual a , de modo que 
 

 

 

 
donde 

 

 

Ec. (23) 

 

 

 
Ec. (24) 

la presión   la provee el primer tanque, y la 

presión  el segundo tanque, expresadas como 

 

             (Ec. 30) 

Dichas presiones dependen del nivel de líquido 

para el primer tanque y de para el segundo 

es la función binaria que define si es mayor o 

igual que cero, con un 1; y con un 0 si es 

negativa. 

donde 

  - Valor inferior de la aproximación para 
en la iteración k. 

   - Valor superior de la aproximación para 

en la iteración k. 

 - Valor medio entre el valor superior e inferior 
de la aproximación para  en la iteración 

tanque, y el parámetro está definido como 

para cuando el líquido es agua. 

 

El sistema hidráulico algebraico diferencial 

propuesto en este artículo se muestra enseguida. 
 

Ec. (31) 
k. 

 

Y la igualdad que se desea solucionar en (11) está 

redefinida en el algoritmo (23) como sigue 

 

      Ec. (25) 
 

es decir 

 
 

                    Ec. (26) 

Si se utiliza el algoritmo (23), y se seleccionan las 

condiciones iniciales del algoritmo como las 

ecuaciones (27) y (28): 

              Ec. (27) 

          Ec. (28) 

entonces  converge a la solución, es decir, 

 

 

               Ec. (29) 

 

Y en la figura 3 se muestra el esquema que 

representa a dicho sistema. 
 

 
Figura 3. Esquema del sistema hidráulico algebraico 

diferencial de la Ec. (31) 

 

El sistema tiene dos ecuaciones dinámicas que 

representan el comportamiento del nivel de líquido 

de cada tanque, una ecuación algebraica, cuya 

solución define la presión . Las variables 

manipuladas de entrada son la configuración de la 

apertura de la válvula 1 a través de , y la 

configuración de la apertura de la válvula 2 a través 

de . 
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La salida del sistema es el flujo a través de la 

válvula 3, y está representado por la variable . 

 

Observación 4.- El sistema hidráulico algebraico 

diferencial mostrado en el sistema (31), si hubiese 

sido propuesto considerando modelos lineales en 

las válvulas, entonces dinámicamente sería un 

sistema lineal, y además  se expresaría como una 

función explícita para y  . Sin embargo, ante el 

modelo no lineal de las válvulas considerado en 

este artículo, en la tercera expresión del sistema 

(31) está necesariamente definida como una 

función implícita, y se tiene que hacer uso de un 

método numérico para definir numéricamente la 

solución para . Por esta razón se hace uso del 

algoritmo expresado en (23). 

 

En seguida se muestra un algoritmo que muestra la 

manera en que se puede llevar a cabo una 

simulación numérica del sistema en (31). 

 

Paso 1: Configurar el tiempo de simulación 

donde , el paso de integración 

parámetros ,  y la tolerancia al error 

 

Paso 2: 

 

Paso 3: Si , entonces ir al paso 18, si no 

ir al paso 4. 

 

Paso 4:  

 

Paso 5: Evaluar las funciones en , para la válvula 

y a . 

Paso 6:  
 

Paso 7:    
 

Paso 8: Si 

 
 

entonces ir al paso 17 (no hay solución para o 

alguna presión es cero); si no, ir al paso 9. 

 

Paso 9: Si  entonces ir al paso 
14; si no, ir al paso 10 

 
 

Paso 10: Calcular  como se muestra en la Ec. 
(23). 

Paso 11: 

 

Paso 12:  

 
Paso 13: Regresar al paso 9. 

 

Paso 14:  

 

Paso 15: Calcular       con el método de 

integración numérica que se haya escogido para la 
parte diferencial del sistema (31). 

 

Paso 16: 

 

Paso 17: Ir al paso 3. 

 

Paso 18: Fin. 

 

La siguiente subsección se dedica a mostrar los 

resultados de simulación del sistema. 

 

Simulación numérica del sistema hidráulico, 

algebraico diferencial 

La simulación numérica tiene como propósito 

mostrar el efecto de la no linealidad algebraica, que 

por un lado generan transitorios cuya duración 

depende de la magnitud de las condiciones 

iniciales, y por el otro configura el acoplamiento no 

lineal con el flujo de salida. En una primera 

simulación se muestra el efecto de las condiciones 

iniciales en la duración del tiempo de descarga, y 

la segunda simulación muestra el efecto del cambio 

de la apertura en ambas válvulas. 

 

La simulación se realiza siguiendo el algoritmo 

mostrado en la sección anterior, la integración 

numérica se hace con el método de Euler con un 

paso de integración de 0.01 segundos, los tanques 

se consideran iguales con un área transversal de 

0.0168 , la válvula de salida se considera fija con 

un   valor   de   , el error de 

tolerancia para la solución numérica es de 
. 

 

Caso A.- Dos simulaciones con las válvulas fijas, 

con condiciones iniciales diferentes. 

 

En estas simulaciones se configuran las válvulas 

con y 

, y se realiza una primera 

simulación con condiciones iniciales del nivel de 

; los 
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líquido en  para el primer tanque y 

en para el segundo tanque. La 

segunda    simulación    tiene y 

. Los perfiles de las trayectorias de 

los niveles de líquido se muestran en la figura 4. 
 

 
Figura 4. A mayor nivel de líquido mayor tiempo de 

descarga 

 

Caso B.- Válvulas variantes en el tiempo 

 

En este caso de simulación se tienen las 
condiciones     iniciales       y 

; pero las válvulas están 

configuradas como funciones en el tiempo de la 
siguiente manera: 

 

          Ec (32) 

         Ec (33) 

La figura 5, tiene dos gráficas, la primera muestra 

los perfiles a lo largo del tiempo de la 

configuración de la válvula 1 expresado en la Ec. 

(32) y el de la válvula 2 expresado en la Ec. (33). 

La otra gráfica de la figura 5 muestra los perfiles de 

los niveles de líquido de cada tanque. 
 

Figura 5. Efecto de las válvulas variantes en el tiempo 

en los niveles de los tanques 

 

Nótese que cada tanque provee de las presiones de 

entrada en la tubería (ver fig. 3) y además de estas 

presiones, la configuración de cada válvula define 

el efecto en el flujo de salida, este efecto a lo largo 

del tiempo se muestra en la figura 6. 

 

 

 

 
 

Figura 6. Efecto de las válvulas variantes en el tiempo 

en el flujo de salida 

 
DISCUSIÓN Y ANÁLISIS DE RESULTADOS 

Los resultados de este artículo están dedicados a 

mostrar una alternativa de análisis para la 

confluencia de líquidos en tuberías, 

particularmente se muestran como fuente de 

potencial hidráulico un par de tanques, pero con las 

adecuaciones o propiedades necesarias se pueden 

abordar suministros de caudal o presión de otras 

características. Este mismo tenor se tiene en cuenta 

en el modelo de las válvulas, ya que es natural 

pensar que puede haber otras propiedades o 

modelos en la parte algebraica del modelo 

propuesto, y que pueden agregar soluciones 

algebraicas que podrían resolverse con el mismo 

algoritmo. 

 

A diferencia de los sistemas lineales e invariantes 

en el tiempo, se puede contrastar en la figura 4, que 

las trayectorias tienen una duración sensible a las 

condiciones iniciales, ya que en la primera 

simulación el primer tanque se vacía en 1.99 

segundos, mientras que, en la otra, el mismo tanque 

se vacía en 2.68 segundos. 

La figura 5 muestra dos gráficas, correspondientes 

a los perfiles de configuración variante en el tiempo 

 

de las válvulas y a las trayectorias de los niveles de 

líquido de cada tanque, en este caso de simulación 

el segundo tanque se vacía antes que el primero en 

un tiempo de simulación de 3.45 segundos. 

 

A su vez, en la figura 6 se tiene el perfil del flujo 

de salida a través de la válvula 3, la cual muestra el 

incremento abrupto en el flujo debido al 

incremento en la apertura de la segunda válvula en 

el tiempo de 0.5 segundos, y posteriormente hay un 

decremento abrupto en el flujo por la oclusión 

parcial que tiene la primera válvula a partir del 

tiempo de 1.5 segundos. Este perfil obedece a la 

relación algebraica que tiene el flujo de salida con 

 
 

las configuraciones de las válvulas y con los 

niveles de líquido de cada tanque, lo cual está 

expresado en la ecuación de   en el sistema 

hidráulico algebraico diferencial de la Ec. (31). 
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CONCLUSIONES 

Las partes principales que se proponen en este 

artículo son, por un lado, el modelo algebraico 

diferencial de un sistema hidráulico, que considera 

como la parte algebraica la solución de la ecuación 

conservativa en una tubería en confluencia con tres 

válvulas no lineales con sus correspondientes 

diferenciales de presión. Y por el otro la propuesta 

de la adaptación de un algoritmo de solución 

numérica por el método de bisección de dominio, 

pero formulado de modo que aprovecha las 

propiedades de las expresiones algebraicas 

derivadas de la propiedad conservativa. 

 

Los trabajos futuros que naturalmente se 

vislumbran pueden ser la consideración de un par 

de válvulas en configuración monomando que 

sustituyan a las que en este artículo pueden 

considerarse como binando. Otra perspectiva 

interesante es agregar lazos de control para 

regulación de flujo, o incluso de temperatura 

considerando a los tanques como fuentes de flujo a 

diferente temperatura, haciendo la analogía a las 

válvulas monomando de uso doméstico. 
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