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RESUMEN

Actualmente el uso de las Tecnologias de la Informacion ha facilitado el aprendizaje de los temas de las materias de
matematicas. En este trabajo se presenta la implementacion de un proyecto como actividad de la materia de Calculo
Integral para reforzar el proceso de ensefianza del tema de &rea bajo la curva e integrales definidas dentro de una
aplicacion del area de biologia. Para evaluar el funcionamiento del proyecto propuesto se siguié un enfoque
descriptivo y cuantitativo. Desde el punto de partida de un enfoque descriptivo, se tiene como objetivo medir y evaluar
el impacto de este proyecto de trabajo en equipo para mejorar la comprension del tema con la inclusion del uso de
Tecnologias de la Informacién. En esta investigacion se utiliz6 un enfoque cuantitativo para medir numéricamente y
evaluar el impacto de este proyecto de exposicion en los estudiantes de ingenieria. Para realizar estas mediciones se
utilizaron tres instrumentos los cuales fueron: un examen previo realizado antes del desarrollo del proyecto, un
examen similar aplicado después del desarrollo del proyecto por parte de los alumnos y finalmente una encuesta para
medir la experiencia de los alumnos después de desarrollar el proyecto propuesto. En la seccion de Resultados se
muestra una tabla comparativa en la que se puede observar el promedio general del grupo, la mediana y la moda de
las calificaciones obtenidas antes y después de la implementacién del proyecto. Se muestran también gréaficas de
porcentajes de opiniones obtenidas a partir de la encuesta realizada a los estudiantes. A partir de estos resultados se
puede observar una mejora en la comprension general del grupo, asi como una homogeneizacion de las calificaciones
de los estudiantes.
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Palabras Clave-- Area bajo la curva, integral definida, aplicaciones de la integral definida, tasas de crecimiento
bioldgico.

ABSTRACT

Nowadays, the use of Information Technologies has facilitated the learning of mathematics topics. This paper presents
the implementation of a project within an Integral Calculus course designed to reinforce the teaching of the area
under the curve and definite integrals through an application in biology. A descriptive and quantitative approach was
adopted to evaluate the project's performance. The descriptive component aimed to measure and assess the impact of
this teamwork project on improving topic comprehension through the integration of information technologies. A
quantitative approach was used to numerically measure and evaluate the impact of this presentation-based project
on engineering students. Three instruments were used for these measurements: a pre-test administered before the
project began a similar post-test administered after the students completed the project, and a survey to gauge the
students' experience following the project's completion. The Results section presents a comparative table showing the
group's overall average, median, and mode scores obtained before and after the project's implementation. Graphs
illustrating the percentage breakdown of student opinions from the survey are also included. These results indicate
an improvement in the group's overall understanding as well as greater consistency in student grades.

Keywords-- Area under the curve, definite integral, applications of the definite integral, biological growth rates.

INTRODUCCION

En diversos trabajos de investigacion se han reportado metodologias basadas en la implementacién de
Aplicaciones Web y Tecnologias de la Informacion (TI) para visualizar y facilitar la comprension y
ensefianza de algunos temas relacionados con las materias de biologia, fisica y matematicas, dentro de los
programas de estudio de ingenieria. Por lo tanto, ha sido importante la incursion del uso de estas tecnologias
para coadyuvar en el desarrollo del pensamiento critico e induciendo a la mejora de sus destrezas para el
aprendizaje del calculo integral.

Por ejemplo, en el trabajo desarrollado en [1], se presenta un enfoque para facilitar el aprendizaje de fisica
de estado solido a través de un programa interactivo y proyeccion estereoscopica. Este enfoque integra una
visualizacion en tres dimensiones desde las instrucciones para facilitar la comprensién de conceptos
abstractos a través de simulaciones interactivas, con lo cual se obtiene una mejor comprension que
utilizando los métodos tradicionales como el pizarrén o presentaciones de PowerPoint.

En [2] los autores indican que la tecnologia no sustituye lo que se debe ensefiar y aprender, es decir que, la
tecnologia es una herramienta muy Util para el desarrollo de las integrales ya sean estas definidas o
indefinidas ya que sin estas habria casos muy dificiles de resolver. Sin dejar de lado los paradigmas que se
deben seguir para poder explicar y comprender de manera Idgica el desarrollo de los problemas, como se
menciona en [3].

En [4] se afirma que la modelacion en el discurso escolar es concebida como una préctica social que
favorece la construcciéon del conocimiento cientifico. Especificamente en el area de Matematicas, los
estudios revisados reportan que el laboratorio virtual promueve el desarrollo de habilidades para
matematizar situaciones del entorno que pueden ser trasladadas fuera del aula, desde luego con las bases
conceptuales que son tratadas en la clase. Ademas, permite la comprension de los mismos conceptos
Matematicos porque a través de las TIC se pueden generar aplicaciones dinamicas interactivas y observar
relaciones de causa-efecto, y complementado con un disefio instruccional intencionado didicticamente se
puede lograr que las y los estudiantes obtengan sus propias conclusiones [5].

En [3] los autores concluyen que el uso del GeoGebra ayuda de manera sustancial a la resolucién de
problemas y es una herramienta para utilizar como estrategia en el aprendizaje del calculo integral.

En [6] los autores implementan la integral definida para el analisis de la propiedad de la viscosidad en los
fluidos, con el objetivo de proporcionar una guia para la investigacion y analisis en este campo complejo
desde una perspectiva del calculo matematico.
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En [5] los autores emplean el laboratorio virtual de matematicas para promover la comprension de
conceptos de la asignatura de célculo diferencial. Su metodologia consiste en précticas de laboratorio, uso
de simuladores y applets disefiados.

En [7] es disefiado un material didactico a través del uso de herramientas digitales como la plataforma
Moodle, la pizarra digital Jamboard y la aplicacion de Samsung notes. Con los recursos digitales obtuvieron
diferentes beneficios al hacer uso de plataformas y aplicaciones diversas, como el acompafiamiento y
seguimiento del docente, la realimentacion y/o reforzamiento y el acceso a las clases grabadas.

En [8] se evalta el impacto del software GeoGebra en la ensefianza del calculo diferencial e integral en
educacion superior, analizando autorregulacion, metacognicion, significatividad, percepcion del entorno,
lenguaje simbolico y razonamiento. Concluyendo que GeoGebra es una herramienta innovadora que mejora
el aprendizaje de las matematicas.

En [9] los autores disefiaron una metodologia cuantitativa dirigida al desarrollo de la habilidad para el
célculo de integrales definidas en los estudiantes de la carrera de Licenciatura en Contabilidad y Finanzas.
Su aplicacidn en la préactica evidencio transformaciones favorables en el nivel de desarrollo de la habilidad
objeto de analisis.

En algunos otros trabajos de investigacion se reportan aspectos positivos de implementar herramientas
Tecnologias de la Informacion para reforzar el proceso de aprendizaje en diversas areas de conocimiento
([10], [11], [12], [13]y [14]).

En [15] los autores concluyen que la aplicacion de simuladores matematicos permite a los estudiantes
visualizar y comprender de manera interactiva los conceptos y procesos relacionados con el célculo
integral.

En [16] es disefiado un médulo electrdnico interactivo integrado con GeoGebra Classroom para apoyar la
comprension conceptual de las integrales por parte de los estudiantes. Con el médulo electronico interactivo
integrado en GeoGebra Classroom indicaron la viabilidad para su uso como recurso de aprendizaje que
ayude a los estudiantes a comprender conceptualmente el calculo integral.

En [17] los autores indican que el uso de aplicaciones maviles por parte de los estudiantes para la
visualizacién de funciones y otros objetos geométricos en el plano y en el espacio contribuye a un mejor
rendimiento de los estudiantes en la resolucion de integrales multiples.

En [18] los autores infieren que el aprendizaje de las matematicas, mediado por tecnologias digitales,
permite el desarrollo de contenidos de forma eficaz y agil para los estudiantes. Durante la actividad
evaluaron el aumento de la capacidad de resolucién de problemas, la comunicacién entre compafieros y el
uso de herramientas tecnoldgicas. La motivacion, el aprendizaje y el desarrollo de habilidades blandas y
duras de los estudiantes mejoraron la calidad de la ensefianza y el proceso de aprendizaje.

En [19] implementaron una secuencia didactica para estudiantes de ingenieria, donde utilizaron algunas
herramientas TIC, como la pagina web. La implementacion la realizaron con el objetivo de mejorar el
aprendizaje del concepto matematico de calculo de areas a través de la integral definida.

En [20] los autores examinaron los tipos de errores que cometen los estudiantes al resolver problemas de
integracion en calculo mediante la implementacion del Aprendizaje Basado en Proyectos (ABP) utilizando
el software GeoGebra. Concluyeron que la combinacién del aprendizaje basado en problemas (ABP) con
GeoGebra permitié a los estudiantes visualizar conceptos integrales de forma dindmica y mejorar la
comprension geomeétrica tanto de las integrales definidas como de las indefinidas.

En este trabajo se estudia las aplicaciones de la integral comprendiendo sus fundamentos tedricos y
aplicandolos en el analisis y resolucion de situaciones reales. El proposito es adquirir los fundamentos
tedricos de la integral necesarios para la aplicacion en problemas. En este contexto, se propone un proyecto
dentro de la materia de Célculo Integral para abordar el tema de la Integral Definida como proceso de
acumulacion dentro de una aplicacion particular del area de biologia. En esta area las integrales se pueden
utilizar para: modelar procesos biolégicos dinamicos, tasas de crecimiento biolégico, propagacion de
enfermedades, tasas metabolicas en organismos entre otros cambios a lo largo del tiempo o el espacio. En
este trabajo, en particular, se seleccion6 la aplicacion de tasas de crecimiento de poblaciones para
desarrollar el proyecto.
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El proyecto propuesto tiene como objetivo reforzar el aprendizaje del tema de los temas “area bajo la curva”
e “integral definida” dentro de la materia de Calculo Integral. Este proyecto propuesto involucra tres partes,
las cuales son: el calculo analitico de una integral definida de forma tradicional, es decir, realizando calculos
en la libreta; la segunda parte consiste en la verificacion de resultados utilizando el programa interactivo
para realizar calculo matematicos en linea de GeoGebra [15]; finalmente la tercera parte consiste en la
exposicion en grupo del tema desarrollado utilizando la creatividad e iniciativa de los estudiantes de
ingenieria para desarrollar y platicar la practica propuesta y sus correspondientes analisis y conclusiones.
Con el desarrollo de este proyecto se espera contribuir a mejorar su capacidad de colaboracion y
comunicacién. Ademaés de que, con este proyecto se espera fomentar el desarrollo de la creatividad para
comprender, resolver y explicar un problema real, con lo cual se contribuye en su desarrollo como
ingenieros.

Para medir la funcionalidad del proyecto propuesto se utilizaron tres instrumentos los cuales fueron: un
examen previo realizado antes del desarrollo del proyecto, un examen similar aplicado después del
desarrollo del proyecto por parte de los alumnos y finalmente una encuesta para medir la experiencia de los
alumnos después de desarrollar el proyecto propuesto.

METODOLOGIA

Si se utilizé 1A (como ChatGPT, Claude, Gemini) para redactar o analizar datos, se debera
Declaracion de IA Generativa  de especificar el modelo y version en la seccion de metodologia.
No se utilizo 1A

Se deberd declarar la responsabilidad por la veracidad de los datos, garantizando la
Responsabilidad ausencia de "alucinaciones" o sesgos. Nos declaramos responsables de la veracidad
de los datos.

Indicar el tipo de disefio utilizado en el estudio y justifique brevemente por qué es el mas
adecuado para responder a la pregunta de investigacion. Para desarrollar esta
investigacion se utiliz6 un enfoque descriptivo y cuantitativo. Asi, uno de los
objetivos de este trabajo de investigacion es medir y evaluar la implementacion

Disefio de investigacion: de un proyecto en equipo para facilitar el aprendizaje del tema “aplicaciones de
integrales definidas” dentro de la materia de Cdlculo Integral. Para evaluar
cuantitativamente el impacto de este trabajo de investigacion, los instrumentos
de evaluacién fueron un examen escrito relacionado con el tema (antes y después
de la exposicion) y una encuesta realizada por los estudiantes de ingenieria.

Describir las caracteristicas de la muestra o participantes (tamafio, criterios de inclusion y
exclusion, tipo de muestreo empleado) y argumente por qué dicha muestra es representativa
0 pertinente para los objetivos del estudio.
Para desarrollar esta investigacion se utilizé un enfoque cuasi- experimental en
Justificacion muestral: el que se tom6 como caso de estudio un grupo de 38 alumnos inscritos en un
grupo de la materia de Calculo Integral en el periodo escolar de Enero Junio de
2026 en el Instituto Tecnoldgico de Puebla. Se considerd una evaluacion antes
del proyecto y una evaluacion después de las exposiciones del proyecto para
validar su funcionamiento en la mejora de la comprension del tema planteado.

Especificar los instrumentos, técnicas o herramientas utilizadas para la recoleccion de
datos (p. ej., cuestionarios, escalas, entrevistas, pruebas estandarizadas). Incluir

Instrumento(s): informacion sobre su validez, confiabilidad y adaptaciones realizadas, de ser el caso.
Examen Antes- Después del proyecto propuesto y una Encuesta realziada a los
alumnos

Describir de manera ordenada y detallada los pasos seguidos para llevar a cabo la
investigacion, desde el reclutamiento de participantes hasta la recoleccion de datos,
indicando las condiciones bajo las cuales se desarroll6 el estudio

Estos pasos se describen en esta seccién

Procedimiento:
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Explicar las técnicas estadisticas o metodoldgicas empleadas para procesar e interpretar

los datos obtenidos (p. ej., andlisis descriptivo, inferencial, analisis de contenido, software
Andlisis de la informacion: utilizado), en correspondencia con el disefio y los objetivos del estudio.

Para interpretar los datos se utilizan tablas comparativas de promedios y graficas

de barras para analizar los resultados de las encuestas.

Sefialar las restricciones o condicionantes del estudio que puedan afectar la generalizacion

o interpretacion de los resultados, como el tamafio de la muestra, el alcance geografico, el
Limitaciones metodoldgicas: tipo de instrumento o posibles sesgos identificados.

Este trabajo se limit6 a una funcion de crecimiento, en la cual el Gnico parametro

a variar fue el tiempo (variable t).

Para desarrollar esta investigacion se utilizé un enfoque cuasi-experimental, descriptivo y cuantitativo. Desde el punto
de partida de un enfoque descriptivo, se tiene como objetivo de este trabajo de investigacién medir y evaluar la
implementacion de un proyecto en equipo para facilitar el aprendizaje del tema “aplicaciones de integrales definidas”
dentro de la materia de Calculo Integral. Para poder evaluar de manera cuantitativa el impacto de este trabajo de
investigacion, se utilizaron algunos instrumentos de medicion. Los instrumentos de evaluacion fueron un examen
escrito relacionado con el tema (antes y después de la exposicion) y una encuesta realizada por los estudiantes de
ingenieria. Cabe mencionar que estos instrumentos de medicion fueron propuestos, analizados, discutidos y aprobados
de manera colegiada por el &rea de Ciencias Bésicas del Instituto.

Para realizar mediciones acerca del examen escrito, el cual se aplica antes y después de la exposicion, consiste en tres
preguntas a partir del siguiente planteamiento: dada una tasa de crecimiento de cierta poblacién de individuos, descrita
por la funcion r(t), y la poblacion inicial P(0), estimar la poblacion dentro de cierto periodo de tiempo P(t). A partir
de este planteamiento las preguntas son las siguientes:

1. Define la funcién de poblacién. Dado que la funcion de poblacién se puede definir como la integral de la funcién
de la tasa de crecimiento, para responder esta pregunta el alumno debe resolver la integral de la funcion r(t). Para
resolver esta integral el alumno debe identificar y utilizar el método adecuado dentro de los métodos ya vistos en clase.
2. Calcula el crecimiento de la poblacion dentro de cierto periodo de tiempo. Para responder esta pregunta el alumno
debe utilizar su respuesta del ejercicio anterior y evaluar esta expresion en el intervalo de cero al periodo de tiempo
que se haya indicado en el planteamiento (intervalo [0, b]). Este paso representa la solucién de la integral definida.

3. Define la poblacion total al final de este periodo de tiempo. Una vez obtenida la estimacion acerca del nimero de
individuos en el periodo indicado (P(t)|5), el alumno debe sumar la condicion de inicio (P(0)), es decir el nimero de
individuos que existe actualmente antes de la estimacion a futuro.

El proyecto propuesto dentro de este trabajo de investigacion contribuye al fortalecimiento de la competencia
especifica de la materia de Célculo Integral correspondiente a la Unidad 2, la cual es: “Discernir cudl método puede
ser mas adecuado para resolver una integral dada y resolverla usdndolo. Determinar una funcion primitiva “. En este
caso practico, el alumno debe lograr identificar qué méetodo de integracion utilizar para resolver la integral indicada.
Ademas, también se contribuye a alcanzar la competencia especifica correspondiente a la Unidad 3, la cual es:
“Interpretar enunciados de problemas para construir la funcién que al ser integrada da la solucion. Resolver problemas
de calculo de areas, centroides, longitud de curvas y volimenes de solidos de revolucién. Reconocer el potencial del
Caélculo integral en la ingenieria”. En este caso practico, el alumno debe lograr interpretar enunciados para resolver
un problema de aplicacion dentro del area de biologia utilizando integrales.

El proyecto de exposicion consiste en los siguientes cuatro pasos:

Paso 1. Esta etapa esta relacionada con un calculo analitico por parte de los integrantes del equipo y consiste en una
secuencia de actividades que son: identificar el modelo de la funcion que representa el crecimiento de la poblacion,
integrar la funcion de crecimiento y, finalmente, evaluarla en los distintos periodos de tiempo, con lo cual se obtendran
las estimaciones de poblacidn resultantes en ciertos periodos de tiempo.

Paso 2. Esta etapa consiste en utilizar GeoGebra para rectificar resultados obtenidos por los equipos de estudiantes de
ingenieria.

Paso 3. Esta etapa consiste en la exposicion en formato libre de su desarrollo del tema y concusiones de los resultados
obtenidos.

Paso 4. Esta etapa consiste en realizar la encuesta individualmente.

Dentro de este proyecto de investigacion se seleccioné la herramienta de GeoGebra debido a que es un programa
robusto que permite realizar calculos relacionados con temas de Célculo Integral. También, cabe mencionar que el
programa de GeoGebra es de uso libre y de fécil acceso para los estudiantes de ingenieria, ya que sin necesidad de
instalacion pueden tener acceso desde cualquier dispositivo con internet del que dispongan para trabajar.
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La encuesta tiene como objetivo recolectar datos para analizar la funcionalidad del proyecto propuesto. Las preguntas
propuestas en la encuesta son las siguientes:

1. En tu opinién, ¢la comprension del tema mejora utilizando GeoGebra?

2. En tu opinidn, ¢es de facil manejo la herramienta GeoGebra?

3. Consideras que manejar GeoGebra como herramienta para graficar funciones y realizar calculos matematicos puede
ser (til en algunas otras materias de tu carrera.

4. En tu opinion, ¢esta actividad te dejo una experiencia positiva?

Para desarrollar esta investigacion se utilizé un enfoque cuasi- experimental, ya que se tomé como caso de estudio un
grupo de 38 alumnos inscritos en un grupo de la materia de Calculo Integral en el periodo escolar de Enero Junio de
2026 en el Instituto Tecnologico de Puebla. El criterio que se utiliz6 para seleccionar los alumnos para este
experimento fue seleccionar un grupo de alguno de los autores de este trabajo como grupo piloto para realizar las
mediciones antes descritas para evaluar el funcionamiento del proyecto propuesto dentro de la materia de Calculo
Integral. En la siguiente seccién se describe la resolucion matematica del problema planteado dentro de este proyecto
de investigacion.

Preliminares

Algunas aplicaciones de las integrales dentro del area de biologia se relacionan con el crecimiento o decrecimiento de
ciertos procesos. En particular, se abordara el caso de la tasa de crecimiento biolégico de una poblacién. Dada la
funcién r(t) que describe la tasa de crecimiento de una poblacion se puede calcular o utilizar el area bajo la curva
entre cierto periodo de tiempo (o intervalo [a, b]) la cual en este caso seria un ejemplo de suma acumulada que nos
reportaria la poblacion (P(x)) en este intervalo.

b

f r(t) dx = P(t)|% = P(b) — P(a) Ec. (1)

La primitiva de esta funcién aplicando la férmula fundamental del calculo se muestra en la ecuacion 1 (ver Ec (1)).
Con esta aplicacion, se contribuye al desarrollo de habilidades para calcular integrales indefinidas por parte de los
estudiantes. Utilizando propiedades, integrales inmediatas, reglas o métodos de integracion para hallar la anti derivada

([16]y [17]).

Ejemplo 1. Una poblacidn de bacterias crece a una tasa constante de crecimiento de r(t) = (4t + 2)(t — 1) bacterias
por mes. La poblacion actual de bacterias es de 15000. ¢ Cual seria la poblacion estimada en 12, 18 y 24 meses?
Analisis: la poblacién de bacterias (la funcion P(t)) se puede aproximar calculando la integral de la funcién
correspondiente a la tasa de crecimiento, lo que nos regresaria la poblacién en cada periodo de tiempo. Y finalmente
sumar la poblacién actual (P(0) = 15000), con lo que se obtendria un estimado de la poblacién hasta el momento.
Para integrar la funcion se puede reescribir como:

b b b
f r(t) dx = j (4t +2)(t — Ddt = J (4t* — 2t — 2)dt Ec. (2)

A partir de esta expresion, se pueden aplicar formulas de integracion directa, en particular la férmula de la integral de
la potencia para integrar cada término de la expresion, con lo cual se obtendria la primitiva o antiderivada:

P(t) = [gt3 —t2-2t]|2 Ec. (3)

Para el caso del primer periodo que corresponde a la poblacién estimada en 12 meses, el intervalo a calcular es [0,
12]. Para calcular la integral definida se sustituye b=12 y a=0 en la Ec (3) y se obtiene que:

flzr(t) dt = F (12)? — (12)? — 2(12)] - [f (0)% — (0)2 — 2(0)
0 3 3 Ec. (4)

Realizando los célculos de forma analitica se obtiene un valor aproximado de 2136 individuos. Sin embargo, esta es
s6lo la poblacién que se gener6 durante este periodo, por lo que ademas habria que sumar la poblacién inicial (como
se indica en la ecuacién Ec. (5)).
12
P(12) = 15000 + f r(t) dt Ec. (5)
0

Finalmente, la poblacidn estimada para este periodo seria de 17136 individuos.
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Después de realizar los calculos de manera analitica, en la Etapa 2 los estudiantes deben comprobar sus calculos
utilizando la herramienta de GeoGebra. Para realizar esta comprobacién deben introducir las instrucciones que se
muestran en la Figura 1, para verificar que la integral definida en el intervalo [0, 12] se aproxima al valor calculado
en la etapa anterior. En esta etapa se pueden apoyar de la participacién de los integrantes del equipo para lograr este

objetivo en conjunto.

9

[D Se puede introducir en GeoGebra la
instruccion:

areaPoblacion = Integral (r(x), 0, 12)

La cual asigna a la variable areaPoblacion el
valor de la integral definida de la funcion
indicada r(x) en el intervalo [0, 12]

-~

srenPoltanion

L2 El valor de la suma
acumulada para este
intervalo es de 2136
individuos, en este
caso. Sin embargo, se
deben sumar los 15000
elementos iniciales.
Por lo que la poblacion
final a los 12 meses es

de 17136 individuos.
( J J

Figura 1. Instrucciones introducidas en GeoGebra para obtener el area bajo la curva en el intervalo [0, 12].

Fuente. Elaboracion propia.

)

[D Se puede introducir en GeoGebra la
instruccion:

areaPoblacion = Integral (r(x), 0, 18)

La cual asigna a la variable areaPoblacion el
valor de la integral definida de la funcién
indicada r(x) en el intervalo [0, 18]

Integraf{e(x), 0. 18}

(@

El valor de la suma
acumulada para este
intervalo es de 7416
individuos, en este
caso. Sin embargo, se
deben sumar los 15000
elementos iniciales.
Por lo que la poblacion
final a los 18 meses es

de 22416 individuos.
( J J

Figura 2. Instrucciones introducidas en GeoGebra para obtener el area bajo la curva en el intervalo [0, 18].

Fuente. Elaboracion propia.
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f . ) @
\D Se puede introducir en GeoGebra la
instruccion:
areaPoblacion = Integral (r(x), 0, 24)
La cual asigna a la variable areaPoblacion el 9 )
valor de la integral definida de la funcién o ,
indicada r(x) en el intervalo [0, 24] ebra  Calculadora grafica El valor de la suma
acumulada para este
g ey AL X intervalo es de 17808
4 ; individuos, en este
N~ B Gt R A caso. Sin embargo, se

=
deben sumar los 15000
arvaPobiacon Integral(rix), 0.24) : 8RR
; elementos iniciales.
Por lo que la poblacién

final a los 24 meses es

T de 32808 individuos.
( J J

Figura 3. Instrucciones introducidas en GeoGebra para obtener el area bajo la curva en el intervalo [0, 24].

Fuente. Elaboracion propia.

A partir de la Figura 1 se puede observar que, para este ejemplo, la integral definida en el intervalo [0, 12] es de 2136,
la cual coincide con los datos analiticos. De manera similar, para estimar el crecimiento de la poblacion en 18 meses,
corresponderia al caso de evaluar la integral definida en el intervalo [0, 18] utilizando GeoGebra como se muestra en
la Figura 2. En este caso debe coincidir el valor estimado de poblacién de 7416 individuos dentro de este periodo,
obtenidos tanto de forma analitica como en GeoGebra. A esta cantidad de individuos se le debe sumar los 15000 de
la condicion inicial, lo cual daria como resultado un estimado de 22416 individuos para 18 meses.

Finalmente, para el caso de la poblacion estimada en 24 meses, en la Figura 3 se muestran las instrucciones de
GeoGebra para calcular la poblacion de individuos en este periodo. Esta cantidad de individuos (17808) también se
debe sumar a la condicion inicial de 15000, obteniéndose una poblacidn final de 32808 individuos.

En las Figuras 4, 5 y 6 se muestra las graficas obtenidas en GeoGebra donde se espera que el alumno pueda observar
y argumentar en sus conclusiones como se relaciona la integral definida con el proceso de acumulacién dentro del
area de biologia, en particular en esta aplicacion de analisis de crecimiento poblacional.

Figura 4. Grafica resultante en GeoGebra donde se puede observar el area bajo la curva en el intervalo [0, 12].

Fuente. Elaboracion propia.
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Figura 5. Gréfica resultante en GeoGebra donde se puede observar el area bajo la curva en el intervalo [0, 18].

Fuente. Elaboracién propia.

Figura 6. Gréfica resultante en GeoGebra donde se puede observar el &rea bajo la curva en el intervalo [0, 24].

Fuente. Elaboracion propia.
En la Figura 7 se muestra una grafica de estas tres poblaciones en los diferentes periodos de tiempo evaluados.

Poblacion

35000

30000 //
25000

20000 ,_,_--—/

15000

10000

5000

(1] T T 1
En 12 meses En 18 meses En 24 meses

Figura 7. Poblacion estimada para 12, 18 y 24 meses.
Fuente. Elaboracién propia.

Ejemplo 2. La razén de propagacion de una gripe (tasa de crecimiento de la poblacidn) por mes esta dada por r(t) =

v103* habitantes por mes. La poblacion actual es de 2600. ;Cual seria la poblacidn estimada en 3, 5y 7 meses?
Andlisis: la poblacion de habitantes (la funcién P(x)) se puede aproximar calculando la integral de la funcion
correspondiente a la tasa de crecimiento (Ec. (6)), lo que nos regresaria la poblacidn en cada periodo de tiempo. Y
finalmente sumar la poblacion actual, la cual en este ejemplo es de 2600 (P(0) = 2600), con lo que se obtendria un

estimado de la poblacién hasta el momento.
b b b 3
f r(x) dx = j A 103% dx = j 102* dx Ec. (6)

a a a

A partir de esta expresion, se puede aplicar la férmula de integracion mostrada en la ecuacion Ec. (7)
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au
f a* du = In @ Ec. (7)

De esta manera, para aplicar laférmula de Ec. (7), se puede realizar un paso de sustitucion donde u = Sx y2du/3 =
dx . Finalmente, la integral resultante (anti derivada) seria:
3
2( 102*

P(x) =|z

3\ incioy )| 14 Ec. (8)

Para el caso del primer periodo que corresponde a la poblacion estimada en 3 meses, el intervalo a calcular es [0, 3].
Para calcular la integral definida se sustituye b=3 y a=0 en la Ec (8) y se obtiene que:

S | 107® 2(102©
for(x) =13\ man /||~ |3\ im0 Ec. (9)

Realizando los calculos de forma analitica se obtiene un valor aproximado de 9154.19, lo cual en este caso podriamos
aproximar a 9154 individuos. Sin embargo, esta es sélo la poblacién que se generd durante este periodo, por lo que
ademas habria que sumar la poblacion inicial (como se indica en la ecuacion Ec. (10)).

3

P(3) = 2600 + f r(x) dx Ec. (10)
0

Finalmente, la poblacidn estimada para este periodo seria de aproximadamente 11754.19 individuos.

Al igual que en el ejemplo 1, en la Etapa 2 los estudiantes deben comprobar sus calculos realizados de forma analitica
utilizando la herramienta de GeoGebra. Para realizar esta comprobacion deben introducir las instrucciones que se
muestran en la Figura 8, para verificar que la integral definida en el intervalo [0, 3] se aproxima al valor calculado en
la etapa anterior.

A partir de la Figura 8 se puede observar que, para este ejemplo, la integral definida en el intervalo [0, 3] utilizando
el programa de GeoGebra es de 9155.44, esta cantidad se aproxima a los datos calculados analiticamente en los cuales
se obtuvo un valor de 9154.19, sin embargo, varia ligeramente debido al nimero de decimales manejados.

)

[D Se puede introducir en GeoGebra la
instruccion:

areaPoblacion = Integral (r(x), 0, 3) eaGebra Calculadora arafica
La cual asigna a la variable areaPoblacion el
valor de la integral definida de la funcién : o ) - 9 )
indicada r(x) en el intervalo [0, 3] f(x) = 10 : 1

_4 Pix) —— . El valor de la suma
Z - acumulada para este
\_/ @ )

0.4 intervalo es de

areaPoblacion = lntegral{r{x)
9155.44 individuos,
en este caso.
m

= 9155 442057392422

@ y

Figura 8. Instrucciones introducidas en GeoGebra para obtener el &rea bajo la curva en el intervalo [0, 3].

Fuente. Elaboracion propia.
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o)

( ) :
\D Se puede introducir en GeoGebra la

instruccion:

areaPoblacion = Integral (r(x), 0, 5) ~Gebr 75 mlm 2 PO

: ; . p(>era  Calculadora grafica

La cual asigna a la variable areaPoblacion el =

valor de la integral definida de la funcién 9 )

indicada r(x) en el intervalo [0, 5] r(x) = 10" : -

J " 2 10% : El valor de la suma
Pix) -
\ : (10 acumulada para este

\_/ : 3 In(10) p

intervalo es de

areaPoblacion « Integral(r{x),0,5) : 9155731.29
) individuos, en este
T = Q155731.29751737 — caso.

J )

Figura 9. Instrucciones introducidas en GeoGebra para obtener el area bajo la curva en el intervalo [0, 5].
Fuente. Elaboracion propia.

@
-
\D Se puede introducir en GeoGebra la
instruccion:
areaPoblacion = Integral (r(x), 0,7) yGebra Calculadora grafica
La cual asigna a la variable areaPoblacion el =
valor de la integral definida de la funcién 9 )
indicada r(x) en el intervalo [0, 7] r(x) = 10°" s (o
v y 108 3 El valor de la suma
\_ {x) 3" In(10) .acumulada para este
intervalo es de
- ‘ — ; 9155731586.75
areaPoblacion = Integrai(r(x).0,7) : individuos, en este
caso.
m = 0155731586 757475
J J

Figura 10. Instrucciones introducidas en GeoGebra para obtener el area bajo la curva en el intervalo [0, 7].
Fuente. Elaboracion propia.

De manera similar, para estimar el crecimiento de la poblacién en 5 meses, corresponderia al caso de evaluar la integral
definida en el intervalo [0, 5] utilizando GeoGebra como se muestra en la Figura 9. En este caso debe coincidir el
valor aproximado de poblacién de 9155731.30 individuos dentro de este periodo, obtenidos tanto de forma analitica
como en GeoGebra. A esta cantidad de individuos se le debe sumar los 2600 de la condicion inicial, lo cual daria
como resultado un estimado de 9158331 individuos para 5 meses.

Finalmente, para el caso de la poblacion estimada en 7 meses, en la Figura 10 se muestran las instrucciones de
GeoGebra para calcular la poblacion de individuos en este periodo. Esta cantidad de individuos (aproximadamente
9155731586.76) también se debe sumar a la condicion inicial de 2600, obteniendo asi una poblacidn final estimada
de 9155734186.76 individuos.

En las Figuras 11, 12 y 13 se muestran las graficas obtenidas en GeoGebra similares a las que los estudiantes deben
desarrollar, explicar y argumentar en su proyecto de exposicion. En la Figura 14 se muestra una gréafica de estas tres
poblaciones en los diferentes periodos de tiempo evaluados (3, 5y 7 meses).
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-5

Figura 11. Gréfica resultante en GeoGebra donde se puede observar el area bajo la curva en el intervalo [0, 3].

Fuente. Elaboracién propia.

) 0 £ 20 bel 0

Figura 12. Gréfica resultante en GeoGebra donde se puede observar el area bajo la curva en el intervalo [0, 5].

Fuente. Elaboracion propia.

10 1 20 25

Figura 13. Gréfica resultante en GeoGebra donde se puede observar el &rea bajo la curva en el intervalo [0, 7].
Fuente. Elaboracion propia.

Poblacion

1E+10

8E+09

BE+09 /
4E+09 /
2E+09 //

o b T b T 1
En 3 meses En 5meses En 7 meses

Figura 14. Propagacion de la gripe para 3, 5y 7 meses.
Fuente. Elaboracion propia.
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RESULTADOS

Para evaluar el aporte del proyecto propuesto en el aprovechamiento de los estudiantes de ingenieria de este Instituto
se compararon las puntuaciones obtenidas antes y después del desarrollo del proyecto, cuyos resultados se muestran
enla Tabla 1.

Tabla 1. Tabla de resultados obtenidos por el grupo de estudio.

Puntuacién
promedio Mediana Rango
del grupo
Evaluacion antes de
la exposicion 64.2 4 56
Evaluacién después
de la exposicion 94.8 100 27

Fuente. Elaboracion propia.

A partir de la Tabla 1 se pueden observar los resultados cuantitativos obtenidos por el grupo de examen, el cual se
realiz6 antes del desarrollo del proyecto propuesto (y después de explicar el tema de manera tradicional por parte del
maestro). En este examen se obtuvo un promedio del grupo de 64.2/100, con una Mediana de 74/100 y un Rango de
56 puntos.

Posteriormente, se realizan las exposiciones, en las cuales los equipos de estudiantes participan para exponer sus
calculos analiticos, desarrollos en GeoGebra y conclusiones.

Finalmente, después de realizar el proyecto propuesto para mejorar la comprension del tema “aplicaciones de las
integrales definidas” dentro de la materia de Célculo Integra se realiza una segunda evaluacion. En la tabla 1 se
muestran los resultados obtenidos de esta segunda evaluacion. A partir de estos resultados se puede observar se obtiene
un promedio del grupo de 94.8/100, con una Mediana de 100/100 y un Rango de 27 puntos.

Con los resultados mostrados en la tabla 1 se puede observar una mejora, de 64.2 a 94.8 puntos, en los promedios del
grupo obtenidos por los estudiantes dentro del experimento propuesto para la materia de Céalculo Integral. También se
obtiene una mejora en la Mediana del grupo, la cual sube de 74 a 100 puntos.

Acerca del Rango, el cual nos da informacién acerca de que tan lejanos o cercanos se encuentran la calificacion minima
y la méxima dentro del grupo, se puede observar que este valor se reduce después de realizar el proyecto en equipo,
por lo que se logra una homogeneizacion de conocimientos dentro del grupo de estudio.

Con el objetivo de obtener una retroalimentacion a partir de la experiencia de los participantes, se realizé una encuesta,
cuyos resultados se muestran en las Figuras 15, 16, 17 y 18.

Pregunta No. 1

w 100

W

c 80

=

ol

= 60

o 40

(=]

o 20

i [SeEsT
2 0 T T

m . . - .

= Si mejora Mas o menos  No, fue mas
3 complicado
[ =

[=]

o

Opiniones de los estudiantes

Figura 15. Porcentaje de respuestas correspondiente a la pregunta nimero 1: En tu opinion, ¢la comprension del tema mejoré
desarrollando el proyecto?

Fuente. Elaboracion propia.
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Pregunta No. 2

. 100
]
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.§ 60

= 40

T 20

g o

[

g Sies de facil  Mds o menos  No, fue dificil
E manejo

Opiniones de los estudiantes

Figura 16. Porcentaje de respuestas correspondiente a la pregunta nimero 2: En tu opinién, ¢es de facil manejo la herramienta
GeoGebra?

Fuente. Elaboracion propia.

Pregunta No. 3

. 100
c 80

)

£ 60

o

o 40

5

@ 20

= (] T T 1
E 57, s muy Nosé Nao nocreo

5 probable

o

Opiniones de los estudiantes

Figura 17. Porcentaje de respuestas correspondiente a la pregunta nimero 3: Consideras que manejar GeoGebra o alguna otra
herramienta para graficar y realizar calculos matematicos puede ser Gtil en algunas otras materias de tu carrera.

Fuente. Elaboracion propia.

Pregunta No. 4

100

T T
5i, fue Mas o menos  No fue dificil
ogradable

Porcentaje de opiniones

Opiniones de los estudiantes
Figura 18. Porcentaje de respuestas correspondiente a la pregunta nimero 4: En tu opinién, ¢ esta actividad de trabajo en

equipo te dejo una experiencia positiva?

Fuente. Elaboracion propia.
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DISCUSION

También, a partir de los resultados de estas encuestas se puede observar que, dado que los alumnos de ingenieria que
cursan Calculo Integral se encuentran en los primeros semestres de sus programas de estudio, la mayoria no ha tenido
contacto con herramientas de Tecnologias de la Informacién enfocadas a calculos matematicos, como es el caso de
GeoGebra, por lo que esta practica presentd cierto grado de dificultad y retos (ver Figuras 16 y 18). Sin embargo,
reconocen la necesidad de manejar estas herramientas ya que sera de utilidad en otras materias del programa de estudio
(ver Figura 17). Por esta raz6n, aun cuando el desarrollo de esta practica implicd mucho esfuerzo en algunos casos, el
desarrollo de esta practica resulta en una experiencia positiva que les aporta nuevas habilidades Utiles para las
siguientes materias entro del programa de ingenieria que se encuentren.

Finalmente, acerca de los resultados obtenidos utilizando la metodologia propuesta se puede observar que se logra
una mejora en el aprendizaje del tema de “aplicaciones de las integrales definidas” (ver Figura 15). Esta conclusion
coincide con los resultados que se reportan en algunos otros trabajos que utilizan también herramientas de Tecnologias
de la Informacién para mejorar los procesos de ensefianza dentro del area de matematicas.

Finalmente, acerca de los resultados obtenidos utilizando la metodologia propuesta se puede observar que se logra
una mejora en el aprendizaje del tema de “Area bajo la curva” y “Aplicaciones de la Integral Definida”. Esta
conclusidn coincide con los resultados que se reportan en algunos otros trabajos que utilizan también herramientas de
Tecnologias de la Informacién dentro del area de matematicas. Por ejemplo, en [14] los autores concluyen a partir de
los experimentos realizados que los alumnos perciben las herramientas de Inteligencia Artificial como Utiles y
esenciales para el desarrollo de competencias tecnoldgicas. También, en [5] se crea un laboratorio virtual para reforzar
la materia de Calculo Diferencial, el cual aborda temas especificos de esta materia, tal como el calculo de derivadas.
A partir de sus resultados, los autores muestran que estos escenarios interactivos promueven la comprension de
conceptos de la asignatura de Célculo Diferencial de manera autogestora.

CONCLUSIONES

Con estos resultados podemos concluir que el desarrollo de este proyecto impulsa y refuerza el programa de estudio
de la materia de Célculo Integral hacia la incorporacion de nuevos enfoques sustentables que utilizan Tecnologias de
la Informacion.

Con este proyecto se espera ayudar en la comprension de los temas descritos en el contexto de una aplicacion real
dentro del &rea de la biologia, asi como contribuir en el desarrollo de algunas habilidades, tales como: la capacidad de
trabajar en equipo, discutir distintos puntos de vista, hablar en publico y expresar claramente sus ideas. En este caso,
por medio de la comparacién de calificaciones promedio se puede observar una contribucién considerable
implementando este proyecto dentro de la materia de Calculo Integral. Ademas de contribuir con su capacidad de
analisis y desarrollo para resolver otros problemas reales dentro de la materia, con lo cual se aporta en su formacion
profesional.

A partir de los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion, se puede proponer como trabajo futuro la
implementacion de la metodologia empleada para abordar otros temas dentro de la materia de Célculo Integral, tales
como: aplicaciones de longitud de arco de una curva en el plano, célculo de areas de superficies, calculo de trabajo,
entre otros temas.

DISPONIBILIDAD DE DATOS (Data Availability Statement)

Acerca de los examenes y las encuestas de los cuales se calculan las
estadisticas se tienen en resguardo fisicamente, sin embargo, en este
documento se comparten solo las estadisticas que resultan de interés para
respaldar las conclusiones planteadas.

Datos del estudio:

Protocolo / Cddigo / Cuestionario: Se describe dentro del texto.
Fuente de financiamiento: No hay fuente de financiamiento.
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