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Resumen -- En este manuscrito se muestra una estrategia
de aprendizaje tanto en el aula como en un entorno de
laboratorio. Esto se resume en estudiar la respuesta
dinamica de vigas en cantiléver con el objetivo de simular
tacometros de barras vibrantes. Utilizando la impresion
tridimensional, el prototipo presentado es una buena
opcion para estudiar el fenomeno de resonancia. Se
demuestra que las barras en voladizo con la misma
longitud reaccionan en armonia cuando solo una de estas
es excitada a una sola fuerza en particular.

Palabras Clave: Impresion 3D, Mecanica
computacional, Resonancia, Vibraciones mecanicas,
Viga en voladizo.

Abstract -- This manuscript demonstrates a learning
strategy both in the classroom and in a laboratory
environment. This is summarized in studying the
dynamic response of cantilever beams with the aim of
simulating vibrating bar tachometers. Using three-
dimensional printing, the presented prototype is a good
choice to study the resonance phenomenon. It is shown
that cantilever bars with the same length react in harmony
when only one of them is excited to a single particular
force.

Key words — 3D printing, Cantilever beam,
Computational mechanics, Mechanical vibrations,
Resonance.

INTRODUCCION

El diapasén se usa rutinariamente como un resonador
acustico. Proporciona un medio conveniente de producir
un sonido de cierto tono, y por lo tanto presenta
oportunidades de calibracion, no solo en instrumentos
musicales. El concepto de resonancia se explota en una
variedad de contextos en aplicaciones cientificas,

incluyendo AFM (Microscopia de Fuerza Atomica) [1,2],
MRI (Imagen de Resonancia Magnética) [3], circuitos
eléctricos [4], laser y optica [5] y nanotecnologia [6].
Como fenémeno fisico fundamental, juega un papel clave
en la ensefianza de las vibraciones. Por otra parte, se ha
demostrado que las ventajas Unicas de la fabricacion
aditiva en profesionales y estudiantes de ingenieria
fomenta la calidad y aprendizaje a partir de los fracasos
para lograr disefios factibles de fabricar. Generalmente, la
evaluacion de los resultados y funcionalidad de disefios
creativos mediante fabricacion aditiva se realiza mediante
un método analitico o numérico computacional [7,8].

En este breve articulo, describimos el uso de una
impresora 3D para facilitar una demostracion efectiva de
resonancia. El dispositivo es autobnomo y no necesita
involucrar cualquier medida, ya que la demostracion
puede basarse en una apreciacion puramente visual.
Muchas demostraciones convencionales de resonancia
implican el uso de una variable (no trivial) dispositivo o
seflal de conduccion de frecuencia, pero el sistema
descrito en este documento implica solo ideas simples,
observacion directa y una impresora 3D.

La rigidez de flexura de cualquier elemento estructural
delgado depende del tipo de material y propiedades
geométricas, pero especialmente de la longitud del
miembro, ya que la frecuencia natural tiende a escalar con
la inversa de la longitud al cuadrado [9]. Por ejemplo,
reducir a la mitad la longitud de un voladizo tipicamente
cuadruplicara la frecuencia natural. Un sistema eléstico
continuo posee un numero innato de frecuencias y formas
de modo, pero aqui nos centraremos en la frecuencia mas
baja en la vibracion de flexion de los voladizos
prismaticos, es decir, miembros en los que las
propiedades de la seccion transversal son constantes a lo
largo de toda la longitud.

Por lo tanto, dado que todas las dimensiones de diversos
voladizos pueden ser impresas con un alto grado de
precision y usando el mismo material, entonces es
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relativamente facil aislar un solo parametro de cambio —
la longitud. Se puede explorar un analisis detallado
basado en la ecuacion diferencial parcial del movimiento,
y tales sistemas también son susceptibles para aproximar
analisis como Rayleigh-Ritz, dicho analisis queda
pendiente para otra investigacion.

La impresion 3D ha proporcionado un medio util para
explorar la rigidez y las frecuencias naturales de las
estructuras de los aviones [10,11], y dada la ubicuidad de
las impresoras 3D, no es sorprendente que los
componentes impresos en 3D pueden proporcionar un
papel util en el campo de la ensefianza en fisica y la
ingenieria [12,13]. Puede haber deficiencias con algunas
de las propiedades mecanicas del ABS, termoplastico
utilizado por muchas impresoras 3D, por ejemplo, con la
visco-elasticidad y precision en el modulo de Young [14],
pero estos son minimos para una sola pieza impresa.

DESARROLLO

Se disefla y construye un resonador armoénico
conformado por voladizos flexibles, manufacturado con
material ABS (ver Fig. 1). El prototipo didactico esta
conformado por 4 grupos de barras de diferente longitud:
105 mm, 87.5 mm, 70 mm y 52.5 mm. Todas con seccion
transversal rectangular de 1.51x7 mm. Las propiedades
mecénicas del ABS son: Densidad=1060 kg/m?, Médulo
de Young=2275 MPa, Coecficiente de Poisson=0.35,
Moébdulo de Bulto=2.52 GPa, Mddulo de Corte = 842.59
MPa, Resistencia ultima a la tension=40 MPa y
Resistencia de fluencia a la compresion=65 MPa.

Figura 1. Disefio en CAD de un resonador armoénico de
voladizos flexibles (a) e impresion 3D en ABS del modelo (b).
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Fuente. Creacion propia.

Analiticamente la frecuencia natural de un voladizo
flexible se determina mediante la ecuacion [15]:
= Kn [Elg

fn - 2 Al w4’ Ec. (1)
donde E es el modulo de Young, g la fuerza de gravedad,
! la longitud de la barra y K, es un factor que se refiere al
modo de vibracion (ver Tabla 1) y w es la carga por
unidad de longitud, incluyendo el peso de la barra y se
define por:

w = hbég, Ec. (2)

donde /% es la altura (1.51 mm), b el ancho de la seccion
transversal (7 mm) y O la densidad de masa del material
de la barra en voladizo. La variable / en (1) es el segundo
momento de inercia de la seccion transversal, para una
seccion rectangular se determina mediante:

bh3
I = ? Ec. (3)
Tabla 1. Factores para los primeros 5 modos de
vibracion de una viga en voladizo.

Modo de Vibracion K
1 3.52
2 22
3 61.7
4 121
5 200

Fuente. Creacion propia.

Para cada barra de diferente longitud, se aplica la formula
(1) para determinar la frecuencia natural en cada modo de
vibracidn, los resultados obtenidos se muestran en la
Tabla 2.

Tabla 2. Resultados del andlisis modal para los primeros
5 modos de vibracion de la viga en voladizo.

. Frecuencia Natural por modo de
Longitud g iy
(mm) vibracion (Hg)

1 2 3 4 5
105 324 | 203 569 1120 | 1840
87.5 46.7 | 292 819 1610 | 2650
70 73 456 | 1280 [ 2510 | 4150
52.5 131 821 | 2300 | 4510 | 7460

Fuente. Creacion propia.

De forma experimental, si una de las barras de uno de los
4 grupos de longitud se desplaza una cierta posicion
transversal de tal modo que genere un movimiento
vibratorio (ver Fig. 2), las otras tres barras de esa misma
longitud comenzaran a vibrar al unisono. El mismo efecto
ocurre si cualquiera de los otros voladizos es excitado.

Figura 2. Desplazamiento transversal que genera
movimiento vibratorio en las barras en voladizo.
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Fuente. Creacion propia.

Por lo tanto, la barra en voladizo inicialmente excitada
causa que las demas barras de la misma longitud vibren,
por lo tanto, se generan frecuencias naturales que
producen resonancia armoénica. Lo anterior se debe a que
la energia generada por el movimiento vibratorio se
transfiere estructuralmente a través de la base impresa,
especialmente  por el bajo  coeficiente de
amortiguamiento. Observandose que la masa o rigidez de
la base no es un factor critico, pues basta simplemente
sostener el prototipo con la mano y excitar una de las
barras para mostrar el efecto de resonancia armonica.
Ademas, se hace evidente que con voladizos mas largos
se pueden obtener amplitudes mas grandes y frecuencias
mas bajas de resonancia (ver resultados de la Tabla 2). De
la ecuacion (1) se observa un efecto interesante: la
frecuencia natural de un voladizo es independiente de su
ancho. Esto sucede porque la rigidez (especificamente
segundo momento de area, /) escala linealmente con b,
pero también lo hace la masa por unidad de longitud, por
lo tanto, estos se cancelan.

DISCUSION Y ANALISIS DE RESULTADOS
A) Analisis Modal

El objetivo del analisis modal en la mecanica estructural
es determinar las frecuencias naturales y modos de vibrar
de un objeto o estructura durante vibracion libre. Es
comun utilizar el Método de los Elementos Finitos (MEF)
para desarrollar el analisis porque, como en otros calculos
usando el MEF, el objeto que se analiza puede tener
formas arbitrarias. La interpretacion fisica de los valores
propios y vectores propios, los cuales vienen de resolver
el sistema, representan las frecuencias y modos de vibrar
correspondientes. Algunos de los resultados que se
pueden obtener con este tipo de analisis es la deformacion
y puntos de alto esfuerzo en la estructura debido a cada
uno de los modos de vibracion. En la Fig. 3 se muestra el
analisis modal en vibracion libre del prototipo de
resonador arménico mediante MEF para la barra en
voladizo de 105 mm de longitud, en estas se observa la
deformacion de las 4 barras a una frecuencia natural

promedio de 32 Hz, que corresponde al primer modo de
vibracion, dicho valor coincide con el calculado en la
tabla 2. Es importante sefialar que el software visualiza
dicho valor promedio como 4 modos diferentes, pero
noétese que el error numérico entre estos es minimo y por
consiguiente solo se simulan las deformaciones de todas
las barras de dicha longitud. Una explicacion semejante
sucede para los voladizos de 87.5 mm y 70 mm de
longitud, cuyas frecuencias naturales promedio para el
primer modo mediante mecanica computacional son de
46.01 Hz y 71.628 Hz, respectivamente. Lo anterior
coincide nuevamente con los resultados reportados en la
Tabla 2, en las Figs. 4 y 5 se muestran las deformaciones
para cada uno de estos grupos de barras cuando estan en
resonancia.

Figura 3. Deformacion de los voladizos de 105 mm en un
primer modo de vibracion promedio de 32 Hz.
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Tabular Data
Mode ||7 Frequency [Hz]
31.983
32.014
32017
32.019
45.997
46.011
46.016
46.029
9. T1.574
10. 71.682

Fuente. Creacion propia.
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Figura 4. Deformacion de los voladizos de 87.5 mm en
un primer modo de vibracion promedio de 46.01 Hz.
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Tabular Data
Mode “7 Frequency [Hz]
1. 31.983
32.014
32.017
32.019
45.997
46.01
46.016
46.029
9 |9 T.574
10 |10. 71.682

Fuente. Creacion propia.
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Figura 5. Deformacion de los voladizos de 70 mm en un
primer modo de vibracion promedio de 71.628 Hz.

Tabular Data

Mode ‘ [¥ Frequency [Hz]
31.983
32.014
32.017
32.019
45.997
46.01
46.016
46.029
71.574
71.682
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Fuente. Creacion propia.

Aunque en la Tabla 2 se muestran los valores para los 5
primeros modos de vibracion de cada voladizo, en
ocasiones, los unicos modos deseados son los

correspondientes a las menores frecuencias porque
pueden ser los modos predominantes en la vibracion del
objeto (que son los que se obtuvieron para este prototipo
mediante MEF). Nota: Debido a la capacidad de los
recursos informaticos del departamento, no fue posible
modelar computacionalmente la barra en voladizo de 52.5
mm de largo.

B) Analisis armonico

El analisis arménico se usa para encontrar la frecuencia
de respuesta en una estructura cuando esta sujeta a una
carga oscilante en un cierto modo de vibracion. Este tipo
de analisis es muy util, debido a que hay estructuras que
tienen frecuencias armonicas que a menudo no se
consideran y pueden llegar a ser un factor de falla
importante. Entre los resultados que se pueden obtener
con este tipo de analisis es la cantidad de deformacion
sufrida por una estructura a una frecuencia determinada.
Otro resultado importante es un grafico que muestra la
deformacion de la estructura dentro de un rango definido
de frecuencias. Atendiendo lo anterior, se simula un
analisis armdnico mediante mecanica computacional para
el prototipo de resonador armonico, se aplica una carga
de IN en un voladizo de longitud de 105 mm (ver Fig. 6a)
en un rango de frecuencias de 0 a 150 Hz y se observa
que tiene una deformacién maxima de 4 mm (ver Fig. 6b).

Figura 6. Aplicacion de carga en uno de los voladizos (a)
y resultados de deformacion por andlisis armonico (b).

(®)

Fuente. Creacion propia.
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Figura 7. Grdfico amplitud vs frecuencia en la direccion de aplicacion de la carga.
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Fuente. Creacion propia.
Finalmente, en la Fig. 7 se presenta un grafico amplitud de la vibracion critica de uno de los voladizos.
vs frecuencia, en la direccion de aplicacion de la carga. Siempre que la frecuencia dominante de
En este se observan los rangos de valores de deformacion excitacion este dentro del rango de frecuencias
critica del resonador armoénico y nétese que estos suceden naturales, sus valores se pueden determinar
en los valores de frecuencia que se determinaron en el analitica y numéricamente como se establece en
analisis modal (32 Hz, 46.01 Hz y 71.628 Hz). Por el presente trabajo y validar experimentalmente
consiguiente, estas son las frecuencias de resonancia. mediante la adquisicion de datos utilizando un
tacometro laser en la punta del cantiléver
CONCLUSIONES involucrado.
El material de introduccion convencional respecto a - Estudiar el espectro de la dependencia temporal
vibraciones mecanicas es comin que inicie con el sistema versus el desplazamiento de la punta de la barra
masa-resorte, a pesar de la relativa dificultad para hasta el decaimiento del movimiento por el
cambiar los parametros, por ejemplo, agregar otra masa. amortiguamiento del material y correlacionarlo
Sin embargo, para sistemas con masa y rigidez con su respectivo espectro de frecuencia
distribuidas, los voladizos simples han sido utilizados definido a partir de una FFT (Fast Fourier
para demostrar facilmente la frecuencia natural de Transform).
vibraciéon mediante observacion. En este documento se
muestra una extension simple, utilizando una impresora AGRADECIMIENTOS

3D, se puede desarrollar una demostracion efectiva de
resonancia, para caracterizar uno de los parametros mas
importante en dindmica estructural y vibracion. Las lineas
de trabajo a futuro en investigacion educativa se pueden
centrar en:

- Disefiar un prototipo a partir de un conjunto
significativo ~ de  voladizos  cantiléver,
obedeciendo un patréon periddico de longitudes
ligeramente diferentes que funcione como un
dispositivo basico de tacometro mecanico. Para
determinar indirectamente la frecuencia de
operacion (rpm) de algiin componente sistémico
de una maquina (por ejemplo, un motor), a partir
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